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Introduction
Dans ce travail, on e´tudie l’e´quation d’Euler pour un fluide parfait incompress-
ible remplissant l’exte´rieur d’un borne´ de R3. Plus pre´cise´ment, on e´tablit un re´sultat
d’existence locale en temps (The´ore`me 2.1). Puis on prouve un crite`re d’explosion de
la solution (The´ore`me 2.3).
L’existence locale a fait l’objet de nombreux travaux : C. Bardos et U. Frisch [3]
pour un ouvert quelconque (borne´ ou non) avec des donne´es hlderiennes, R. Temam
[18] pour un ouvert borne´ avec des donne´es Sobolev, et plus re´cemment J.Y. Chemin
[9]. On pourra d’ailleurs consulter J.Y. Chemin [8] pour une bibliographie plus
comple`te.
En 1986, K. Kikuchi [16], e´tablit un re´sultat d’existence locale en temps, pour
l’e´quation d’Euler, sur l’exte´rieur d’un ouvert borne´. Il le fait dans M1 δ (voir
de´finition au paragraphe 1) espace de Sobolev a` poids, bien adapte´ a` ce type de
proble`me.
En utilisant la me´thode des caracte´ristiques de J.Y. Chemin (qui profite comple`te-
ment de la structure “champ de vecteurs” de l’e´quation), on e´tablit le meˆme re´sultat
dans M δ( ≥ 2) et on comple`te ainsi le the´ore`me de K. Kikuchi.
De manie`re presque paralle`le, l’e´tude des solutions maximales de l’e´quation
d’Euler, a e´te´, pendant de longues anne´es, l’objet de recherches actives. Nous citerons
essentiellement J.T. Beale, T. Kato et A. Majda [4] et H. Bahouri et B. Dehman [2].
Ces auteurs montrent, dans leurs cadres respectifs, que c’est le tourbillon qui gouverne
l’existence ou l’explosion de la solution (tout au moins dans l’espace de re´gularite´
conside`re´).
Nous e´tablissons dans ce travail un re´sultat analogue. La preuve repose sur une
e´tude pre´cise des champs de vecteurs a` coefficients dans M δ.
1. Pre´liminaires
1.1. Notations Dans tout le travail nous utiliserons les notations suivantes. Si
= ( 1 . . . ) est le point courant de R et α = (α1 . . . α ) ∈ N , on posera
|α| = α1 + · · · + α et ∂α = ∂|α|/∂ α. De plus △ de´signera l’ope´rateur de Laplace
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habituel : △ = ∑
=1 ∂
2/∂ 2. D’autre part pour une fonction scalaire f, on notera
∇ = (∂ /∂ 1 . . . ∂ /∂ ), et si est un -vecteur, = ( 1 . . . ), ∇ de´signera
la matrice (∂ /∂ )1≤ ≤ . En particulier, on de´finit = ( ) comme e´tant la ma-
trice antisyme´trique de ∇ . Nous l’appellerons le tourbillon de . Dans le cas de R3,
est identifie´ au vecteur rot = ∇∧ .
1.2. Position du proble`me On se place dans R3 et on de´signe par un ouvert
borne´ re´gulier, c’est a` dire, dont le bord ∂ = est une hypersurface de classe
( assez grand), simplement connexe. On travaillera sur = R3\ , on notera ( ) la
normale exte´rieure a` en un point ∈ .
Le mouvement des particules d’un fluide parfait (sans effets de viscosite´) occupant
l’ouvert et non soumis a` des forces exte´rieures est re´gi par le syste`me d’e´quations
aux de´rive´es partielles dite d’Euler
( ) :






ou` ( ) = ( 1 2 3)( ) et ( ) repre´sentent la vitesse et la pression (inte´rieure)
au point a` l’instant d’une particule du fluide,






















1.3. Les espaces de Sobolev a` poids. Dans toute la suite on travaillera dans
les espaces de Sobolev a` poids dont la de´finition est la suivante
DE´FINITION 1.3.1. Soient U un ouvert de R3, > 1, ∈ N et δ ∈ R, on pose
M δ( ) =
{
∈ D′( ); σδ+|α|∂α ∈ ( ) ∀|α| ≤
}
ou` σ = σ( ) =
√
1 + | |2 .
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c’est un espace de Banach.
Pour plus de de´tails sur ces espaces, on pourra consulter [6], [12] et [19].
Lemme 1.3.2. Soient un ouvert de R3, > 1 et δ > 0. Si σδ ∈ ( ) alors
∈ ( ) ∀ ∈](3 )/(δ + 3) ], de plus
| | ≤ ( δ )|σδ |
En particulier, pour un tel , M δ( ) s’injecte continuˆment dans ( ).
Preuve. C’est une conse´quence de l’ine´galite´ de Ho¨lder.
2. Enonce´s des re´sultats et commentaires
On commence par le the´ore`me d’existence locale en temps.
The´ore`me 2.1. Soient > 3 1 ≤ δ < 2−3/ ≥ 2 et 0 ∈ M δ( ) tangentiel
a` divergence nulle. Il existe > 0 et une unique fonction
∈ ∞
(




[0 ] M −1 δ( )
)
solution de ( ).
Commentaires. 1) Ce the´ore`me est un analogue Sobolev au the´ore`me de
C. Bardos et U. Frisch [3] qui, lui, a e´te´ e´tabli dans le cas des espaces de Ho¨lder.
2) Il comple`te et ge´ne´ralise celui de K. Kikuchi [16] (The´ore`me 1.1).
3) On peut e´noncer un the´ore`me identique pour un fluide soumis a` des forces
exte´rieures, comme on peut aussi e´crire le meˆme re´sultat sur l’exte´rieur d’un ouvert
borne´ de R ( > 3), sous re´serve d’un bon choix de et δ (cf M. Cantor [6] et [7]).
4) La preuve du The´ore`me 2.1 repose sur une me´thode ite´rative classique : On
line´arise l’e´quation sur la vitesse et on inte`gre selon les lignes de champ. Cela justifie
la restriction sur l’indice de Sobolev, ≥ 2.
The´ore`me 2.2. Soient > 3, 1 ≤ δ < 2− 3/ et ≥ 2. Notons ∗( ) le temps
maximal d’existence de la solution donne´e par le The´ore`me 2.1 dans M δ( ), alors
∗( ) = ∗(2).
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Commentaires. 1) Ce the´ore`me indique l’inde´pendance du temps maximal
d’existence vis a` vis de l’indice de re´gularite´ .
2) La preuve de ce the´ore`me utilise une ine´galite´ d’interpolation du type
| | δ≤
(| | ∞ | | δ+| | δ| | ∞)
qu’on de´montrera en appendice (voir proposition [A])
On donne en fin un crite`re d’explosion pour l’e´volution de ce fluide :
The´ore`me 2.3. Soient > 3, 1 ≤ δ < 2 − 3/ , ≥ 3 et ∈
0
(
[0 ∗[ M −1 δ( )
)
la solution maximale de l’e´quation d’Euler ( ). Soit le
tourbillon de (ie = ∇∧ ) alors
- ou bien ∗ = +∞
- ou bien ∗ < +∞ et ∫ ∗0 (| ( )|Cα( )+| ( )| | 1−1/ ( )) = +∞
ou` α = (3− )/(2 ).
Commentaires. 1) Il suffit, en vertu du The´ore`me 2.2 d’e´tablir ce dernier
re´sultat pour = 3.
2) Ce the´ore`me est analogue pour l’ouvert exte´rieur a` celui de J.T. Beale, T. Kato et
A. Majda [4] a` donne´es Sobolev, et celui de H. Bahouri et B. Dehman [2] a` donne´es
Ho¨lderiennes, pour un fluide occupant tout l’espace.
3) Encore une fois le tourbillon apparait comme une quantite´ pertinente qui gouverne
l’e´volution d’un fluide parfait incompressible. En effet l’apparition de singularite´s pour
la vitesse (au moins dans l’espace M δ( )) est lie´e l’explosion du tourbillon.
4) Ce the´ore`me admet une version identique lorsque > 3 .
3. Etude du flot d’un champ de vecteurs a` coefficients dans
C([0 T] Mps ( ))
Soient = ( 1 2 3) un champ de vecteur a` coefficients dans ([0 ] M δ( )),
> 3 ≥ 1 δ ≥ 0 tangentiel a` divergence nulle ( joue le roˆle de la vitesse
dans l’e´quation d’Euler). L’objet de ce paragraphe est d’e´tablir quelques proprie´te´s
importantes des courbes inte´grales de ce champ. Comme M δ( ) ⊂ ( ) ⊂
−1+λ( ) 0 < λ ≤ 1 − 3/ , (les injections sont alge´briques et topologiques voir
[1]), le champ admet un flot η qui est solution de l’e´quation{ ∂η
∂
( ) = ( η( ))
η(0 ) =
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Si de plus ≥ 2, ce flot est unique et ve´rifie
i) η( ) : −→ est un 1 diffe´omorphisme
ii) |Jac η( )|= 1 ∀ ∈ [0 ] ∈
iii) η η−1 ∈ 1([0 ] + −1+λ( ))
Pour plus de de´tails, on pourra consulter [2], [3], [5], [8] et [9].
Lemme 3.1. Soient > 3 ≥ 2 δ ≥ 0 ∈ ([0 ] M δ( )), tangentiel a`
divergence nulle et η son flot, alors pour tout ∈ [0 ] et ∈ on a
1√







ou`, ( ) = 1 + ∫0 | ( )| ∞
Preuve. On a η( ) = + ε( ) ou` ε( ) = ∫0 ( η( )) . Par suite
1 + |η( )|2 ≤ 2(1 + | |2+|ε( )|2)
D’ou`
1 + |η( )|2
1 + | |2










| ( )| ∞
)2)






2 ( )On en de´duit
Pour l’autre ine´galite´, on applique (∗) η−1 au lieu de η et au lieu de ε, ou` ve´rifie
: η−1( ) = + ( ).
Lemme 3.2. Sous les hypothe`ses du Lemme 3.1 on a
Sup
∈
|∇ η( )|≤ exp
{∫
0
|∇ ( )| ∞
}
∀ ∈ [0 ]
Preuve. on e´crit ∇ η( ) = + ∫0 ∇ ( η( )) ∇ η( ) et on conclut
par le lemme de Gronwall.
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Lemme 3.3. Soient > 3 ≥ 2 1 ≤ ′ ≤ δ δ′ ≥ 0, v un champ de vecteur
appartenant a`
([0 ] M δ( )) tangentiel a` divergence nulle et η son flot. Soit u
un champ de M ′ δ′ ( ) alors
i) ◦ η ∈ ([0 ] M ′ δ′ ( ))
ii) ‖ ◦ η‖ ′ δ′≤
(‖ ‖ δ)| | ′ δ′
iii) Si ′ ≤ assez petit
‖ ◦ η‖ ′ ′ δ′≤
(
1 + (‖ ‖ ′ δ) ′
)
| | ′ ′ δ′
ou` ( ) est une fonction croissante en M et ‖ ‖ δ = sup ∈[0 ]| ( )| δ .
Preuve. Pour i) on pourra consulter [7]. On e´tablit iii) par re´currence sur 1 ≤
< ′ et on de´duit ii) de cette de´monstration. On rappelle que
| ◦ η( )| δ′=
∑
|α|≤
|σδ′+|α|∂α( ◦ η( ))|
Pour = 1








η( ))| (η( ))|





1 + ‖ ‖ ∞ ) δ′ ∫ σ δ′ ( )| ( )|
|σδ′( ◦ η( ))| ≤ √2δ′(1 + ‖ ‖ ∞ )δ′ | | 0 δ′d’ou`
Par ailleurs
|σδ′+1∇( η)( )| ≤
∫
σ (δ









|∇ ( )| ∞
}
|σδ′+1∇ |
(d’apre`s le Lemme 3.2), d’ou`








|∇ ( )| ∞
}
|σδ′+1∇ ( )|
| (η( ))| 1 δ′≤ √2δ′+1(1 + ‖ ‖ ∞ )δ′+1 exp {‖∇ ‖ ∞ } | | 1 δ′Par conse´quent
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De plus il existe 1 ≤ , tel que sur [0 1] on a
| (η( ))| 1 δ′ ≤ 4√2δ′+1(1 + ‖ ‖ 1 ∞ 1)1/2(1 + ‖∇ ‖ 1 ∞ 1)1/2| | 1 δ′
≤
(
1 + (‖ ‖ 1 δ) 1
)
| | 1 δ′
Supposons maintenant que le lemme est vrai jusqu’a l’ordre < ′; c’est a` dire il





1 + (‖ ‖ 1 δ) 1
)
| | δ′
Soit ∈M +1 δ′( ). Pour estimer | ◦ η( )| +1 δ′ il suffit d’estimer | ◦ η( )| δ′





1 + (‖ ‖ 1 δ) 1
)
| | +1 δ′
Quant ∇( η) on l’e´crit ∇( ◦ η) = (∇ ◦ η) + (∇ ◦ η) ∇ε avec ε( ) =∫




1 + (‖ ‖ 1 δ) 1
)
| | +1 δ′
Pour (∇ ◦ η) (∇ε) on a (cf [7]) et cette de´rnie`re ine´galite´.
|(∇ ◦ η) ∇ε( )| δ′ ≤
(
1 + (‖ ‖ 1 δ) 1
)
| | +1 δ′ |ε( )| δ
≤
(
1 + (‖ ‖ 1 δ) 1
)
| | +1 δ′ (‖ ‖ 1 δ) 1
En effet, |ε( )| δ≤
(‖ ‖ 1 δ) 1 ∀ ∈ [0 1]. En conclusion
‖∇( ◦ η)‖
1 +1 δ′ ≤
(
1 + (‖ ‖ 1 δ) 1
)
| | +1 δ′ +(
1 + (‖ ‖ 1 δ) 1
)
(‖ ‖ 1 δ) 1| | +1 δ′
≤
(
1 + (‖ ‖ 1 δ) 1
)2
| | +1 δ′
Si de plus (‖ ‖ 1 δ) 1 ≤ 2
‖∇( ◦ η)‖
1 +1 δ′≤ 2
(
1 + (‖ ‖ 1 δ) 1
)
| | +1 δ′
d’ou` le lemme.
Corollaire 3.4. Soient δ donne´s comme au Lemme 3.3, ( ) une suite
borne´e de
([0 ] M δ( )) tangentielle a` divergence nulle et η le flot de . Alors
pour tout ∈M δ( ), la suite ( ◦ η ) est borne´e dans le meˆme espace.
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4. Preuve du The´ore`me 2.1
On commence par exprimer et estimer la pression en fonction de la vitesse. C’est
l’objet des deux re´sultats suivants.
Lemme 4.1. Si ( ) est solution de l’e´quation d’Euler ( ), alors ve´rifie







ou` ϕ est une fonction de parame´trisation de et ϕ = ∂ ϕ (cf [18]).
Le line´arise´ sur la vitesse de l’e´quation (E) nous conduit a` re´soudre a` donne´
dans
([0 ] M δ( )) tangentiel a` divergence nulle, le proble`me de Cauchy
(1)
{
∂ + ∇ = −∇ ( )
|
=0 = 0
ou` ( ) est solution du proble`me de Neumann exte´rieur ( )
( )

−△ ( ) = (∇ ∇ ) =
3∑
=1






|∇ϕ| = ( )
Proposition 4.2. Pour δ du The´ore`me 2.1, il existe une constante > 0
telle que pour tout ∈ M δ( ) le proble`me (P.N.Ext) admet une unique solution
( ) ∈ M +1 δ−1( ). De plus :
|∇ ( )| δ ≤
(| | δ| | 2 δ+| | 2 δ| | δ)
≤ | | δ| | δ
Preuve. Comme ∇ ∇ ∈ M −1 δ+1( ) qui est une alge`bre de Banach (cf [7]),
alors ( ) ∈ M −1 δ+1( ) et ( ) ∈ −1/ ( ), il existe une unique solution
( ) ∈ M +1 δ−1( ) de ( ) (cf [6]) de plus, en utilisant la proposition [A]
(voir appendice)
|∇ ( )| δ ≤ | ( )| +1 δ−1
≤
(




| | δ| | 2 δ+| | 2 δ| | δ
)
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Lemme 4.3. Pour δ et 0 du The´ore`me 2.1 et ∈
([0 ] M δ( )) tan-
gentiel a` divergence nulle, toute solution u de l’e´quation (1) est tangentielle a` diver-
gence nulle.
Preuve. Il suffit d’e´crire les e´quations de la divergence de et de ∇ϕ selon
les lignes de champ de .
En revenant maintenant l’e´quation (1), on a par une simple inte´gration




∇ ( )( η( η−1( )))




∇ ( )( η( η−1( )))On pose :
alors la solution de (1) n’est autre qu’un point fixe de . D’apre`s le Lemme 3.3 et la
Proposition 4.2, applique
([0 ] M δ( )) dans lui mme, de plus
( ( )− ( ′))( ) = − ∫
0
∇ ( − ′ )( η( η−1( )))∣∣∣ ( )− ( ′)( )∣∣∣
δ
≤ (‖ ‖ δ) ‖ − ′‖ δet donc
ce qui montre que pour T assez petit, est contractante et admet un unique point
fixe ∈ ([0 ] M δ( )) solution de (1). D’apre`s le Lemme 4.3, est en plus
tangentielle a` divergence nulle et via le Lemme 3.3, ve´rifie
‖ ‖ δ ≤
(
1 + (‖ ‖ δ)
)
| 0| δ+ (‖ ‖ δ) ‖ ‖ δ
Choisissons T tel que (‖ ‖ δ) < 1, on obtient
‖ ‖ δ≤
1 + (‖ ‖ δ)
1− (‖ ‖ δ) | 0| δ
On de´finit la suite ( ) dans ([0 ] M δ( )) tangentielle a` divergence nulle
comme suit : 0( ) = 0( ) et +1 solution de :{
∂ +1 + ∇ +1 = −∇ ( +1)
+1| =0 = 0
Lemme 4.4. Pour T assez petit, la suite ( ) est borne´e dans
([0 ] M δ( )).
Preuve. Posons = 2| 0| δ et supposons que ‖ ‖ δ≤ ∀0 ≤ ≤ ,
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alors
‖ +1‖ δ ≤
1 + (‖ ‖ δ)
1− (‖ ‖ δ) | 0| δ
≤ 1 + ( )
1− ( ) | 0| δ≤ 2| 0| δ≡
pour ≤ 1 1 est assez petit.
Lemme 4.5. Pour T assez petit, la suite ( ) est de Cauchy dans([0 ] M −1 δ( )).
Preuve. En effectuant la diffe´rence des e´quations on obtient
( +2 − +1)( ) = −
∫
0










) ∇ +1( η +1( η−1+1( )))
ou´ η +1 de´signe le flot de +1. D’apre`s le Corollaire 3.4 et le Lemme 4.4, on en
de´duit
‖ +2 − +1‖ −1 δ≤ ( )
(
‖ +2 − +1‖ −1 δ+‖ +1 − ‖ −1 δ
)
‖ +2 − +1‖ −1 δ≤
( )
1− ( ) ‖ +1 − ‖ −1 δ
ou encore
et pour ≤ 2 assez petit, la suite ( ) est de Cauchy dans ([0 ] M −1 δ( )).
Fin de la preuve du The´ore`me 2.1. La suite ( ) converge vers dans
∞([0 ] M −1 δ( )), et comme elle est borne´e dans ([0 ] M δ( )), cette
limite est en fait dans cet espace et via l’e´quation, ∈ 0([0 ] M −1 δ( )).
L’unicite´ dans M1 δ( ), (the´ore`me de K. Kikuchi [16]), assure celle de dans
M δ( ).
5. Preuve du The´ore`me 2.2
Dans ce paragraphe de´signera un entier ≥ 3, la solution de l’e´quation d’Euler




|∂α ( )| = |∂α ( )| −2∂α ( ) ∂α∂ ( )
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σ (δ+|α|)|∂α ( )| =
∑
|α|≤
σ (δ+|α|)|∂α ( )| −2∂α ( ) ∂α∂ ( )













σ (δ+|α|)|∂α ( )| −2∂α ( ) ∂α∇ ( )et
Lemme 5.1. Il existe une constante > 0, inde´pendante du temps telle que∫
| ( )| ≤ | ( )| δ| ( )| 2 δ
Preuve.∫













≤ | ( )| −1δ|∇ ( )| δ
et d’apre`s la Proposition 4.2, |∇ ( )| δ≤ | ( )| δ| ( )| 2 δ .
Reprenons ( ), la re´gle de Leibniz nous permet de le de´composer











(δ+|α|)|∂α ( )| −2×(et)
∂α ( ) (∂β ∇)∂α−β ( )
Lemme 5.2. Il existe une constante > 0, inde´pendante du temps telle que
∫
| 1( )| ≤ | ( )| δ| ( )| −1 δ
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Preuve.∫






σ (δ+|α|)|∂α ( )| −1|(∂β ∇)∂α−β ( )|︸ ︷︷ ︸
α β
i) Si |β| = 1, alors
α β ≤
∫
|σδ+|α|∂α ( )| −1|∂β ( ) σδ+|α|∂α−β∇ ( )|
et ∀|α| ≤ on a : {
∂β ( ) ∈M −1 δ+1( ) ⊂ ∞( )
σδ+|α|∂α−β∇ ( ) ∈ ( )
ce qui implique que
|∂β ( ) σδ+|α|∂α−β∇ ( )| ≤ |∂β ( )| ∞ |σδ+|α|∂α−β∇ ( )|
≤ | ( )| 2 δ| ( )| δ
et on applique l’ine´galite´ de Ho¨lder avec /( − 1) et .
ii) Si |β| = 2, alors
α β ≤
∫
|σδ+|α|∂α ( )| −1|σδ+2∂β ( ) σ|α|−2∂α−β∇ ( )|
et ∀|α| ≤ on a :{
σδ+2∂β ( ) ∈ ( )
σ|α|−2∂α−β∇ ( ) ∈M −|α|+1 δ+1( ) ⊂ ∞
donc,
|σδ+2∂β ( ) σ|α|−2∂α−β∇ ( )| ≤ |σδ+2∂β ( )| |σ|α|−2∂α−β∇ ( )| ∞
≤ | ( )| 2 δ| ( )| δ
iii) Si |β| = |α|, on fait comme i).
iv) Si |β| ≥ 3 et |β| < |α| (dans ce cas bien suˆr ≥ 4), on fait comme ii). D’ou` le
lemme.








σ (δ+|α|)|∂α ( )| −2∂α ( ) ( ∇)∂α ( ))
= ( ) + ( )
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Lemme 5.3. Il existe une constante > 0, inde´pendante du temps telle que∫
| ( )| ≤ | ( )| δ| ( )| 2 δ
Preuve.∫




σ (δ+|α|)|∂α ( )| −2|∂α ( ) ( ∇)∂α ( )|
et chacune des inte´grales de la somme se majore par :∫







|σδ ( )| |σ|α|∂α∇ ( )|
]1/
≤ | ( )| δ| ( )| 2 δ
Par ailleurs,





|σδ+ ∂α ( )| −2∂
[










|σδ+ ∂α ( )| −2|∂α ( )|2 ( )∂ σ2(δ+ )
︸ ︷︷ ︸
( )
Lemme 5.4. Il existe une constante > 0, inde´pendante du temps telle que∫
| ( )| ≤ | ( )| δ| ( )| 2 δ
Preuve.∫











σ( −2)(δ+ )|∂α ( )| | ( )|σ2(δ+ )−1
≤ | ( )| ∞ | ( )| δ
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Pour ( ), on l’e´crit :







|σδ+ ∂α ( )|
]
( )
et par approximation de |σδ+ ∂α ( )| par une suite de fonctions ∞0 ( ) et en util-
isant le fait que div ( ) = 0, on montre que ∫ ( ) = 0 ∀ ∈ [0 ]
Fin de la preuve du The´ore`me 2.2. Les Lemmes 5.1. . . 5.4, montrent qu’il existe
une constante > 0 inde´pendante du temps telle que∣∣∣ ∫ ( ( ) + ( )) ∣∣∣ ≤ | ( )| δ(| ( )| 2 δ + | ( )| −1 δ)
en inte´grant (2) entre 0 et ∈ [0 ], on obtient
| ( )| δ ≤ | 0| δ +
∫
0
| (τ )| δ
(
| (τ )| 2 δ + | (τ )| −1 δ
)
τ
et on en de´duit par le lemme de Gronwall que
| ( )| δ ≤ | 0| δ exp
{ ∫
0
(| (τ )| 2 δ + | (τ )| −1 δ) τ}
En fin, une re´currence sur ≥ 3, montre que | ( )| δ reste finie de`s que | ( )| 2 δ
reste finie, ce qui ache`ve la preuve.
6. Preuve du The´ore`me 2.3
En vertu du The´ore`me 2.2, on montrera ce dernier dans le cas = 3. Pour cela on
va raisonner par l’absurde, c’est a` dire on suppose que




| ( )|Cα( )+| ( )| | 1−1/ ( )
)
= < +∞
et on montre qu’il existe une constante > 0 telle que | ( )| 2 δ≤ ∀ ∈ [0 ∗[
ce qui contredit la maximalite´ de la solution.
REMARQUE 6.1. D’apre`s le Lemme 2.10 de K. Kikuchi [16], il existe > 0 telle
que | | 2 δ≤ |∇∧ | 1 δ+1 pour tout ∈ M2 δ( ) tangentiel a` divergence nulle; cela
signifie que les trois normes | | 2 δ |∇ | 1 δ+1 et |∇ ∧ | 1 δ+1 sont e´quivalentes sur
le sous espace de M2 δ( ) forme´ par les champs tangentiels a` divergence nulle. Donc
pour estimer | ( )| 2 δ il suffit d’estimer | ( )| 1 δ+1= |∇ ∧ | 1 δ+1, pour cela, on
´EQUATION D’EULER 633
revient a` l’e´quation du tourbillon :{
∂ + ∇ = ∇
|
=0 = 0
Si on de´signe par η le flot de , on en de´duit
( ) = 0
(
η−1( )) + ∫
0
( ∇ )( η( η−1( )))
| ( )| 1 δ+1≤ | 0
(
η−1( ))| 1 δ+1+ ∫
0
| ∇ ( η( η−1( )))| 1 δ+1et donc
i) Estimation de | 0
(
η−1( ))| 1 δ+1
| 0
(
η−1( ))| 1 δ+1
=
∫
σ (δ+1)( )| 0
(
η−1( ))| +∫















0 |∇ ( )| ∞ |σδ+2∇ 0|
)
(pour cette dernie`re ine´galite´ (cf preuve du Lemme 1 de [2])), d’ou`
| 0
(
η−1( ))| 1 δ+1≤ δ+2( ) exp{∫
0
|∇ ( )| ∞
}
| 0| 1 δ+1
ii) Estimation de | ∇ ( η( η−1( )))| 1 δ+1. On pose = ∇ , il vient
| ( η( η−1( )))| 1 δ+1
=
∫
σ (δ+1)( )| ( η( η−1( )))| +∫
σ (δ+2)( )|∇ ( η( η−1( )))|
≤ (δ+2)( )
(∫
σ (δ+1)( )| ( η( ))| +(∗)
exp
{ ∫
|∇ (τ )| ∞ τ
}∫
σ (δ+2)( )|∇ ( η( ))| )
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≤ 2 (δ+2)( )
(
|σδ+1 ( )| + exp
{ ∫




Pour l’ine´galite´ (∗), c’est encore le Lemme 1 de [2]. On a donc
| ∇ ( η( η−1( )))| 1 δ+1
≤ 2(δ+2)( ) exp
{∫
|∇ (τ )| ∞ τ
}
| ∇ ( )| 1 δ+1
et par la proposition [A], on obtient
(I)
| ( )| 2 δ ≤ δ+2( )
[
| 0| 1 δ+1 exp
{∫
0






|∇ (τ )| ∞( ) τ
}
| ( )| 2 δ
(
| ( )| ∞( ) + |∇ ( )| ∞( )
) ]
Pour achever la preuve, on a besoin des deux propositions suivantes.
Proposition 6.2. Sous les hypothe`ses du The´ore`me 2.3, pour tout
∈ ](3 )/{(δ + 1) + 3} ], il existe ( ) telle que
| ( )| ( )≤ ( ) ∀ ∈ [0 ∗[
Preuve. On a
( ) = 0(η−1( )) +
∫
0
( ∇ )( η−1( ))
| ( )| ( )≤ | 0| ( ) +
∫
0
| ( )| ∞( )|∇ ( )| ( )et donc
Maintenant en prolongeant ( ) et ( ) sur R3\ par 0, et en faisant comme dans
[8] (Paragraphe 3.2), on sait qu’il existe une constante > 0 telle que
|∇ ( )| ( )≤ | ( )| ( ) ∀ ∈ [0 ∗[
| ( )| ( )≤ | 0| ( )+
∫
0
| ( )| ∞( )| ( )| ( )D’ou`
et par le lemme de Gronwall, on de´duit | ( )| ( )≤ | 0| ( ) ∀ ∈ [0 ∗[.
Proposition 6.3. Pour ∈ M2 δ( ) ( > 3, 1 ≤ δ < 2 − 3/ ) tangentiel a` di-
vergence nulle et = ∇∧ , il existe pour (3 )/{(δ + 1) + 3} < < 3 une constante
> 0 inde´pendante de telle que :
| | ∞( ) ≤
(




|∇ | ∞( ) ≤
[
1 + | | ( ) + | | ( ) +(




+ | | 2 δ
))]ii)
Preuve. Voir appendice.
Tenant compte de la Proposition 6.2, l’ine´galite´ (I) devient









| 0| 1 δ+1 +∫
0





|∇ (τ )| ∞( ) τ
}(
| ( )| ∞( ) + |∇ ( )| ∞( )
)]
≤ | 0| 1 δ+1 exp
{∫
0
(| ( )| ∞( ) + |∇ ( )| ∞( )) }
≤ | 0| 1 δ+1 exp
{∫
0
|∇ ( )| ∞( )
}
Ce qui montre d’apre`s les Propositions 6.2, 6.3 et les hypothe`ses, que


















(| ( )|Cα( ) + | | | 1−1/ ( ))Log (β + | ( )| 2 δ) }




On pose ( ) = Log (β + | ( )| 2 δ), il vient alors que
( ) ≤ (1 + Logβ) exp{2 ∫
0
(| ( )|Cα( ) + | | | 1−1/ ( )) }
≤ 2 pour tout ∈ [0 ∗[
ce qui contredit l’hypothe`se de la maximalite´ de la solution.
7. Appendice
On rappelle tout a` bord la loi de Biot et Savart :





0 ˜ 3 ˜ 1
−˜ 3 0 −˜ 2
−˜ 1 ˜ 2 0











Dans une premie`re e´tape, nous allons montrer le the´ore`me suivant :
The´ore`me 7.1. On se donne > 3, 1 ≤ δ < 2 − 3/ et on pose α =
( − 3)/(2 ), alors pour tout ∈](3 )/{(δ + 1) + 3} 3[ il existe une constante >
0 telle que pour tout ˜ ∈M1 δ+1(R3), on a :
|˜|C1+α(R3) ≤ [1 + |˜ | (R3) + |˜ | (R3) + |˜ |Cα(R3)(1 + Log ( + |˜ |M1 δ+1(R3)))
]
ou` ˜ = ∇ ⊗ ˜ .
Pour montrer ce the´ore`me, il suffit en fait d’estimer les semies normes
|˜| ∞(R3) |∇˜| ∞(R3) et [∇˜]α = Sup6=0 |∇˜( + )−∇˜( )|| |α
Or, d’apre`s la de´monstration de Beale, Kato and Majda [4], il existe une constante
> 0 telle que
|∇˜| ∞(R3) ≤ [1 + |˜ | (R3) + |˜ | ∞(R3)(1 + Log (|˜ |M1 δ+1(R3) + ))]
Lemme 7.2. Pour (3 )/{(δ + 1) + 3} < < 3, il existe une constante > 0
qui ne de´pend que de telle que
|˜| ∞(R3) ≤ (|˜ | ∞(R3) + |˜ | (R3))
Preuve. Rappelons tout a` bord que si ˜ ∈ M0 δ+1(R3), alors ˜ ∈ (R3)
pour (3 )/{(δ + 1) + 3} < ≤ , et comme 1 ≤ δ < 2 − 3/ , alors 1 <
(3 )/{(δ + 1) + 3} < 3. En e´crivant maintenant
˜( ) = χ ∗ ˜ + (1− χ) ∗ ˜
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ou` χ est une fonction de troncature pre`s de l’origine, on obtient (avec ′ =
/( − 1) > 3/2)
|˜| ∞(R3) ≤ (|χ | 1(R3)|˜ | ∞(R3) + |(1− χ) | ′ (R3)|˜ | (R3))
Le corollaire suivant, dont on aura besoin par la suite, est une conse´quence du lemme
pre´ce´dent.
Corollaire 7.3. Pour γ = 1 − 3/ et (3 )/{(δ + 1) + 3} < < 3, il existe une
constante > 0 telle que
|˜|Cγ (R3) ≤ (|˜ | ∞(R3) + |˜| (R3) + |˜| (R3))
Preuve. Voir Ho¨rmander [13].
Pour achever la de´monstration du The´ore`me 7.1, on montre qu’il existe une constante




1 + |˜ | (R3) + |˜ |Cα(R3)(1 + Log ( + |˜ |M1 δ+1(R3)))]
Soit ∈ R3 \ {0}, on se propose d’e´tudier |∇˜( + )−∇˜( )|/| |α.
On pose pour 0 < ρ < 1, la fonction χρ( ) = χ( /ρ) ou` χ est une fonction C∞ sur
R3 valant 1 sur {| | ≤ 1} et 0 sur {| | ≥ 2}. Il vient alors
˜ = χρ ∗ ˜ + (1− χρ) ∗ ˜ = ˜1 + ˜2
Lemme 7.4. Pour α = ( − 3)/(2 ) (∈]0 1/2[), ∇˜1 = χρ ∗∇˜ ∈ Cα, de plus
[∇˜1]α ≤ ρα|∇˜ |
ou` ne de´pend ni de ˜ ni de ρ
Preuve.





χρ( + ) ( + )− χρ( ) ( )
)
∇˜ ( − ) +∫
| |≥2| |
(
χρ( + ) ( + )− χρ( ) ( )
)
∇˜ ( − )
Or (∫
| |≤2| |














si | | ≥ ρ
638 M. JELLOULI
≤
{ | |(3−2 ′)/ ′ = | |2α si | | ≤ ρ
ρ(3−2
′)/ ′
= ρ2α si | | ≥ ρ
≤ | |αρα
de meˆme, on a(∫
| |≤2| |




| + |≤3| |













χρ( + ) ( + )− χρ( ) ( )
)






χρ( + ) ( + )− χρ( ) ( )
)
∇˜ ( − )
on remarque que ( ) est nulle si | | > 2ρ, en effet dans ce cas, on a{ | | ≥ 2| | > 4ρ donc χρ( ) = 0
| + | ≥ | | − | | ≥ | | > 2ρ donc χρ( + ) = 0





χρ( + ) ( + )− χρ( ) ( )
)






( + )− ( )
)




χρ( + )− χρ( )
)
∇˜ ( − )
= ( ) + ( )

















≤ | | | |(3−3 ′)/ ′ = | |2α
≤ | |αρα
ce qui montre que
| ( )| ≤ | |αρα
∣∣∣∇˜∣∣∣
Quand-a` ( ), on a(∫
2| |≤| |≤4ρ






















| ( )| ≤ | |αρα
∣∣∣∇˜∣∣∣
et le lemme est de´montre´.
Passons maintenant a`
˜2( ) = (1− χρ) ∗ ˜
= ψ(1− χρ) ∗ ˜ + (1− ψ)(1− χρ) ∗ ˜
= 1˜ + 2˜
ou´ ψ( ) = χ(2 ). Pour ˜2, on a
˜2( ) = (1− ψ) ∗ ˜˜2( ) = (1− ψ) ∗ ˜ − ( ψ) ∗ ˜
2˜2( ) = (1− ψ)( 2 ) ∗ ˜ + ( 2ψ) ∗ ˜ − 2( ψ)( ) ∗ ˜et
ce qui montrer que 2 2˜ ∈ ∞ et∣∣∣ 2˜2∣∣∣
∞
≤ |˜ | ∞
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et par suite ∣∣∣∇ 2˜( + )−∇ 2˜( )∣∣∣ ≤ | ||˜ | ∞
Etudions maintenant
˜1( ) = ψ(1− χρ) ∗ ˜
On a
∇ 1˜ = ψ
(
1− χρ
)∇ ∗ ˜ − ψ(∇χρ) ∗ ˜ +∇ψ(1− χρ) ∗ ˜
= ( )− ( ) + ( )
Comme ˜ ∈ M1 δ+1(R3), > 3, alors ˜ ∈ Cα(R3) avec α = ( − 3)/(2 ) < 1− 3/
et on obtient : D’une part
| ( + )− ( )| ≤
∫
ψ( )(1− χρ( ))|∇ ( )||˜ ( + − )− ˜ ( − )|
≤ [˜ ]α| |α ∫ 4
ρ
1
≤ [˜ ]α| |α (−Log ρ4)
D’autre part
| ( + )− ( )| ≤ [˜ ]α| |α ∫ ψ( )|∇χρ( )| 1| |2




≤ [˜ ]α| |α
Pour ( ), on a |∇ | ≤ |˜ | ∞ , ce qui montre que
| ( + )− ( )| ≤ | ||˜ | ∞
[∇ 1˜]α ≤
(
|˜ | ∞ + [˜ ]α (1− Log ρ4))D’ou`




ρα|∇˜ | + |˜ | ∞ + [˜]α(1− Log ρ)]





1 + |˜ | ∞ + [˜]α(1 + Log |∇˜ | )]
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Preuve de la Proposition 6.3. Revenons maintenant a` ∈ M2 δ( ) tangentiel a`
divergence nulle et = rot , alors pour exprimer a` l’aide de , nous allons pro-
longer (comme Kikuchi) sur tout l’espace, puis retrouver a` l’aide de la loi de Biot
et Savart.
On sait que = rot ∈ M1 δ+1( ) ve´rifit, div = 0 et
∫
σ = 0 et par suite, il
existe 1 ∈ 2 ( ) ( = R3 \ ) solution de l’e´quation
△ 1 = 0 dans
∂ 1
∂
∣∣∣∣ = | sur
de plus il existe une constante > 0 ve´rifiant
|∇ 1 | 1 ( ) ≤ | | | 1−1/ ( )




∣∣∣∣ = ( −∇ )∣∣
| | 2 ( ) ≤ |
( −∇ )∣∣ | 1−1/ ( ) ≤ | | | 1−1/ ( )
On pose 0 = Rot
(∇ϕ ∧ )−∇ ∈ 1 ( ), alors | 0| 1 ( ) ≤ | | | 1−1/ ( ).
Le champ ˜ = { dans
0 dans




(δ + 1) + 3 < ≤i)
|˜ | (R3) ≤ (| | ( ) + | | | 1−1/ ( ))
|˜ | ∞(R3) ≤ (| | ∞( ) + | | | 1−1/ ( ))ii)





|˜ |Cα(R3) ≤ (| |Cα( ) + | | | 1−1/ ( ))
Maintenant, on pose ˜ = ∇ ⊗ ˜ , il vient alors que div ˜ = 0, rot˜ = ˜ et ˜ ∈
M2 δ(R3). Pour retrouver , on re´sout le proble`me de Neumann suivant
△ 2 = 0 dans
∂ 2
∂
∣∣∣∣ = ˜ | sur
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qui admet une unique solution dans M3 δ−1( ) (puisque ˜ | ∈ 2−1/ ( )), de
plus on a la proposition suivante dont la preuve est laisse´e a` la fin
Proposition 7.5. Soient > 3 et ∈ 2−1/ ( ), alors l’unique solution dans
M3 δ−1( ) du proble`me de Neumann exte´rieur




ve´rifie (avec α = ( − 3)/(2 ))
i) |∇ |C1+α( ) ≤ | |C1+α( )
ii) |∇ | ∞( ) ≤ | |Cα( )
Cette proposition montre qu’il existe une constante > 0 telle que
|∇ 2 |C1+α( ) ≤ |˜|C1+α(R3) et |∇ 2 | ∞( ) ≤ |˜|Cα(R3)
En fin, on retrouve le champ par
= ˜| − ∇ 2
De plus on a
Pour (3 )/{(δ+1) + 3} < < 3 on a1)
| | ∞( ) ≤ |˜| ∞(R3) + |∇ 2 | ∞( )
≤ |˜|Cα(R3) avec α = − 32 < γ = − 3
≤
(
|˜ | ∞(R3) + |˜ | (R3) + |˜ | (R3)) ; (voir Corollaire 7.3)
≤
(
| | ∞( ) + | | ( ) + | | ( ) + | | | 1−1/ ( )
)
|∇ | ∞( ) ≤ |∇˜| ∞(R3) + |∇ 2 |C1+α( )2)
≤ |˜|C1+α(R3)
et on en de´duit, par le The´ore`me 7.1 et les estimations pre´ce´dentes la Proposition 6.3.
Preuve de la Proposition 7.5. Comme le proble`me de Neumann exte´rieur
△ = 0 dans
∂
∂
∣∣∣∣ = ∈ 2−1/ ( ) sur
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admet une solution, alors cette solution s’exprime en potentiel de simple couche
( ) =
∫




∣∣∣∣ ( ) = −12 (µ( ) + µ( )) = −12 ( + )µ( )
ou` µ( ) = 2 ∫ ∇ ( − ) ( )µ( ) σ( ) est un ope´rateur compact de C0( ) dans C0( )
et de C +α( ) dans C +α( ) ( ∈ N et α ∈]0 1[) (cf [10] et [15]). Ce qui montre que
l’ope´rateur + est de Fredholm.
Par ailleurs, comme ne contient aucune composante connexe borne´, alors ker
(
+)
= {0} et par suite + est un isomorphisme sur C0( ) et sur C +α( ). Ce qui
prouve
µ = −2( + )−1
et qu’il existe une constante > 0 ve´rifiant
|µ| ∞( ) ≤ | | ∞( ) et |µ|C +α( ) ≤ | |C +α( )
Or, on sait (cf [10]) que le potentiel de simple couche de´finie par une densite´ µ de
classe Cα( ) est C1( ) et ve´rifie
|∇ | ∞( ) ≤ |µ|Cα( ) ≤ | |Cα( )
ce qui montre le deuxiemme point de la proposition.
Pour montrer i), on de´compose la solution comme suit
= ψ + (1− ψ) = 1 + 2
ou` ψ ∈ C∞0 (R3) telle que ψ( ) = 1 si | | ≤ et 0 si | | ≥ 2 avec un rayon assez
grand.
1) 1 est une solution de








= 0 sur 2 = (0 2 )
et par suite il existe une constante qui ne de´pend que de et α (cf [11]) telle que
| 1 |C2+α( 2 ) ≤
(





| |C1+α( ) + | |C1+α( ) + | | ∞( )
)
2) Pour 2 = (1− ψ) , elle est de´finie sur tout R3 et ve´rifie
△ 2 = (△ψ) − 2(∇ψ) (∇ ) = ∈ C1+α0 (R3)
et par suite
2 = ∗ =
∫
R3




| − | ( )
d’ou`
| 2 | ∞(R3) + |∇ 2 | ∞(R3) ≤ | | ∞(R3)
Par ailleurs, on sait qu’il existe une constante > 0 (cf [10] et [17]) telle que
[∂ ∂ 2 ]α = Sup
6=
|∂ ∂ 2( )− ∂ ∂ 2 ( )|
| − |α ≤ [ ]α ≤ | |C1+α( )
et que








| − | +∫
| − |≤1
(




| − | + γ ( )
ou` γ sont des constantes qui ne de´pendent que de et de , ce qui montre que
|∂ ∂ 2 | ∞(R3) ≤ | |Cα ≤ | |C1+α( )
En conclusion, il existe une constante > 0 telle que
| |C2+α( ) ≤
(| |C1+α( ) + | |C1+α( ) + | | ∞( ))
Or, d’une part
| ( )| ≤
∫
| ( − )||µ( )| σ( ) ≤ |µ| ∞( ) ≤ | | ∞( )
Et d’autre part, la formule de Taylor montre qu’il existe une constante > 0 telle
pour tout ε > 0 et pour tout ∈ C2+α( ), on a
| |C1+α( ) ≤ ε1−α| |C2+α( ) + ε1+α | | ∞( )
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Ce qui ache´ve la preuve.
On de´montre a` pre´sent l’ine´galite´ d’interpolation.
Proposition A. Soient > 1, ∈ N et δ ∈ R, il existe une constante > 0,
telle que pour tout ∈ ∞(R ) ∩M δ(R ), on a
| | δ ≤
(
| | δ| | ∞ + | | ∞ | | δ
)
Preuve. Pour montrer cette proposition, on a besoin de la caracte´risation des es-
paces M δ(R ) suivante (cf [19]) : On pose 0 = { ∈ R ; | | < 2} et pour
entier ≥ 1, = { ∈ R ; 2 −1 < | | < 2 +2}. On de´signe par l’ensemble des
suites (ζ ) ≥0 de fonctions ve´rifiants : ζ ∈ ∞0 ( ) 0 ≤ ζ ( ) ≤ 1 et
∑
≥0 ζ ( ) =
1 ∀ ∈ R , de plus il existe pour tout α ∈ N , une constante (α) > 0 telle que









2 (δ+ ) | α( ζ )| = ‖ ‖ δ
Soit ∈ M δ(R ), alors





| ζ | +
∑
|α|=







|( ζ )(2 )| +
∑
|α|=




2 δ + |( ζ )(2 )|
Soient maintenant ∈M δ(R ), alors
‖ ‖ δ =
∑
≥0




2 δ + |( ζ )(2 )| +
∑
≥3
2 δ + |( ζ )(2 )|
≤ | | +
∑
≥3
2 δ + |( ζ )(2 )|
Or pour ≥ 3 et ∈ R on a :




(( ζ )(2 )) d’ou`
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|( ζ )(2 )| ≤
|( ζ )(2 )| ∞ | +2∑
= −2
( ζ )(2 )| +
|( ζ )(2 )| |
+2∑
= −2
( ζ )(2 )| ∞

≤
| | ∞ +2∑
= −2





















2 δ + |( ζ )(2 )| +
| | ∞‖ ‖ δ


















2 δ 2 δ 2 2 |( ζ )(2 )|
≤ ‖ ‖ δ
‖ ‖ δ≤
(
| | ∞‖ ‖ δ+‖ ‖ δ| | ∞
)
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